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Resumen: Se considera que las tecnologias potencian el aprendizaje matematico, pero la constan-
te actualizacion de las tecnologias dificulta que los docentes actualicen sus conocimientos. El grupo
de Estudios Curriculares en Educaciéon Matematica (GECEM), vinculado al Programa de Posgrado en
Ensefianza de Ciencias y Matematicas (PPGECIM), de la Universidad Luterana de Brasil (ULBRA), en
Canoas, en el estado de Rio Grande do Sul, Brasil, desarrolla simuladores de aprendizaje para ayudar a
los profesores en su practica en el aula con tareas de matematicas de alto nivel de demanda cognitiva.
Los simuladores de brazos roboéticos se presentan como objetos de aprendizaje con ventajas sobre los
reales porque son menos costosos, no requieren ajustes mecénicos, no se rompen, no necesitan ser
transportados, siendo excelentes para actividades en el aula o en linea.

Palabras clave: Educacion Matematica, tareas Matematicas, simuladores de aprendizaje, robotica
educacional.

Abstract: It is considered that technologies enhance mathematical learning, but the constant updat-
ing of technologies makes it difficult for teachers to update their knowledge. The group of Estudios
Curriculares en Educaciéon Mathematics (GECEM) linked to the Postgraduate Program in Teaching
Science and Mathematics (PPGECIM), of the Lutheran University of Brazil (ULBRA), in Canoas, in the
state of Rio Grande do Sul, Brazil, develops learning simulators to support teachers in their classroom
practice with mathematical tasks with high cognitive demands. Robotic arm simulators are presented
as learning objects with advantages over the real ones because they are less expensive, do not require
mechanical adjustments, do not break, do not need to be transported, being great for classroom or
online activities.

Keywords: Mathematics education, Mathematical tasks, learning simulators, educational robotics.
Introduccion

Las tecnologias se presentan como aliadas del proceso de ensefianza-aprendiza-
je, apoyando las clases de los docentes, ademés de ser un instrumento exploratorio de
situaciones problema, potenciando el aprendizaje de los estudiantes. De esta manera,
la tecnologia, cuando se integra a las actividades del aula, puede ayudar al estudiante a
realizar una tarea matematica o ser la tarea misma.

En este contexto, el trabajo presenta un extracto de los resultados de la inves-
tigacion desarrollada en el grupo de Estudios Curriculares en Educacién Matematica
(GECEM), en el desarrollo de tareas matematicas con simuladores robéticos.
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Tareas Matematicas

Una tarea de matematicas se define como una parte de una actividad de leccion
que tiene como objetivo desarrollar un determinado concepto o contenido matemaético
(Smith y Stein, 1998). Esta tarea matemética puede clasificarse como buena cuando
tiene el potencial de involucrar al estudiante en altos niveles de pensamiento cognitivo
y razonamiento 16gico. De esta forma, una tarea rutinaria no es una tarea matematica,
si bien no es una tarea para un alumno de un curso escolar determinado, puede serlo
para otro alumno de un curso escolar anterior, porque hay que tener en cuenta la edad,
el curso escolar y los conocimientos previos (Smith y Stein, 1998).

Para el profesor las tareas! son un medio para lograr los objetivos de ensefianza y,
como estan muy presentes en las clases de Matematicas, el profesor debe tener cuidado
con su seleccion o elaboracion. Muchos profesores acaban utilizando Gnicamente los
problemas y ejercicios propuestos por los libros de texto y presentando un “ejercicio
modelo” seguido de las actividades a realizar, haciendo del aprendizaje un proceso me-
canico por repeticion (Cyrino y Jesus, 2014).

Debido a la importancia de las tareas en el proceso de ensefianza y aprendizaje,
el docente debe tener claro que estas tareas son mas abiertas que el contenido que se
movilizara para realizarlas, debo revisar las formas de implementarlas con el fin de cen-
trar la atencion de dos estudiantes acerca de una cierta idea matematica (Stein, Smith,
Henningsen, y Silver, 2000), porque implican procesos cognitivos relacionados con la
comprension, el establecimiento de estrategias, procedimientos y la validaci6on (Cyrino
y Jesus, 2014).

De acuerdo con Stein y Smith (1998), las tareas matematicas se pueden considerar
en dos categorias, aquellas con un bajo nivel de demanda cognitiva, que requieren que
los estudiantes memoricen de manera rutinaria procedimientos que conducen a un tipo
de oportunidad para que el estudiante piense; y el alto nivel de demanda cognitiva, que
requiere que los estudiantes piensen conceptualmente y los anime a hacer conexiones que
conducen a un conjunto diferente de oportunidades para que los estudiantes piensen. Es
importante sefialar que cada nivel se subdivide en dos, generando un total de cuatro sub-
categorias: Memorizacion; Procedimientos sin conexiones con conceptos o significado;
Procedimientos con conexiones a conceptos y significado; Hacer matemaéticas.

Entendiendo los diferentes niveles de demanda cognitiva, el docente puede selec-
cionar o planificar las tareas que cumplan con los objetivos didacticos. Es importante
tener en cuenta que la seleccién de tareas de alto nivel no conduce necesariamente a la
participacion de los estudiantes en formas complejas de razonamiento (Cyrino y Jesus,
2014), porque la forma en que se realiza la tarea en el aula puede cambiar el nivel de
demanda cognitiva.

1 Alolargo del texto, “tareas” se refiere a tareas matematicas.
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A pesar de que se desarrollen tareas de alto nivel cognitivo, que proporcionen si-
tuaciones que requieran pensamientos complejos y no algoritmicos (hacer matematicas)
o procedimientos que desarrollen el nivel de comprensiéon de conceptos mateméticos
(procedimientos con conexiones a conceptos y significado), es necesario entender que
estas tareas se definen de acuerdo con las expectativas de los estudiantes de involucrar-
se con la tarea, pero que pueden no ocurrir en el aula.

Por eso es fundamental que el profesor, en tareas con un alto nivel de demanda
cognitiva, dé tiempo suficiente para la ejecucion de la tarea y no las simplifique, elimi-
nando los aspectos desafiantes de las tareas para los alumnos, asi como no dando las
respuestas o caminos a seguir por los estudiantes (Stein et al., 2000).

Simuladores de aprendizaje

Buscando apoyar a los docentes en su practica de aula con tareas matematicas por
medio de actividades investigativas, el Grupo de Estudios Curriculares en Educacion
Matematica (GECEM) viene trabajando en el desarrollo de simuladores tridimensiona-
les. Investigaciones (Demo, 2011; Mishra y Koehler, 2006; Niess y Gillow-Wiles, 2017;
Ronau, Rakes, y Niess, 2011) muestran que algunas de las razones para no utilizar las
tecnologias en el aula son la falta de preparaciéon del docente en su uso, la precariedad
de los laboratorios y la falta de conectividad. Se entiende que la formacién de los do-
centes frente a las constantes actualizaciones tecnolégicas hace sin gloria la lucha de los
docentes por mantenerse actualizados.

En este contexto, los esfuerzos del GECEM en el desarrollo de materiales didacti-
cos tienen la prerrogativa de relevar a los docentes en su formacion técnica y especifica
de tecnologias como la programacion. GECEM categoriza sus objetos educativos como
Juegos Didacticos o Simuladores para el Aprendizaje, subdividiéndose en Simuladores
Matematicos y Simuladores de Realidad.

Los simuladores matemaéticos pueden ser numéricos o analiticos. En los si-
muladores numéricos, los resultados numéricos se observan mediante los modelos
matematicos utilizados. En los simuladores analiticos se utilizan modelos mateméticos
en los que se observa el comportamiento de una determinada caracteristica de interés.
Los simuladores GECEM son un caso particular de simuladores matemaéticos analiticos
que utilizan la representacion grafica de ciertas caracteristicas de un objeto matematico,
lo que permite al estudiante realizar interacciones exploratorias buscando identificar
patrones de comportamiento, formular conjeturas y ponerlas a prueba, llevindolo a ge-
neralizaciones y comprension de conceptos.

Los simuladores de realidad representan un entorno o modelo que se basa en
algiin comportamiento de la realidad, o fendmeno cientifico o natural (D’Angelo et al,,
2014; Psotka, 2013), son comtnmente utilizados en los procedimientos de aprendizaje,
es decir, para que el aprendiz pueda realizar tareas bien definidas de manera adecuada,
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por lo que los simuladores representan un entorno en el que, durante el aprendizaje, un
error puede derivar en un accidente con perjuicios fisicos o econémicos.

Para el GECEM se utilizan simuladores de realidad para contextualizar, aplicar o
comprender conceptos y contenidos matemaéticos. Los principales puntos de interés son
el uso de simuladores para representar fenémenos fisicos controlados, que no ofrezcan
riesgos fisicos a los alumnos ni dafnos en los equipos representados virtualmente.

Este articulo presenta propuestas de tareas con un alto nivel de demanda cogni-
tiva utilizando simuladores de brazo robotico para profundizar en el conocimiento de la
geometria espacial, la trigonometria, las relaciones trigonométricas y sus inversas. Las
actividades con simuladores consideran que la abstraccion, el razonamiento y la 16gica
son esenciales para el aprendizaje matematico, y valoran méas la comprension que el
proceso algoritmico, haciendo uso de las imagenes como soporte del pensamiento ma-
tematico, brindando un entorno experimental interactivo que permite a los estudiantes
observar, realizar y probar sus conjeturas, llevandolos a reflexionar para generalizar
propiedades y conceptos abstractos (Homa, 2019b).

La posibilidad de que el estudiante observe lo que sucede después de sus in-
teracciones, identificando patrones y comportamientos, potencia el desarrollo de la
habilidad de visualizacion. Se entiende que la visualizacion es una forma de organizar el
pensamiento, apoyando la comprension de los conceptos matematicos (Homa, 2019a),
lo que ha sido abordado en investigaciones que trae como agenda de discusiones, una
ensefianza que valora la construcciéon de conceptos en detrimento de los procesos algo-
ritmicos. La investigacion pertinente a visualizacion, habilidad espacial e imagen mental
en la educacion matematica se basa en estudios de psicologia cognitiva que tienen en
cuenta aspectos del pensamiento visual en el aprendizaje matemaético, en el campo de
la didActica de las matematicas, la semidtica y las perspectivas socioculturales (Flores,
Wagner, y Buratto, 2012).

El término visualizacion se interpreta de manera diferente segiin su contexto en
psicologia, matemaéticas o educacion matematica. De acuerdo con Gutiérrez (1996), para
los educadores de matemaéticas la imagen mental es la representacion de un concepto o
propiedad matematica que contiene informacion basada en elementos pictoricos, grafi-
cos 0 esquematicos, y la visualizacion, o pensamiento visual, es el tipo de razonamiento
basado en el uso de imagenes mentales, porque se utilizan dibujos, figuras, diagramas,
representaciones informéticas como parte de las actividades diarias en las aulas, por lo
que para los profesores de matematicas, la imagen mental y las representaciones ex-
ternas tienen que interactuar para una mejor comprensiéon y soluciéon de la situaciéon
problema.

Gutiérrez (1996) explica que para la educacion matematica, la visualizacion es
una acciéon mental en la que las imagenes mentales estan involucradas en los dos proce-
sos de visualizacidn, la interpretaciéon de la informacion para crear imagenes mentales
y la interpretacion de la imagen mental para generar informacion, siendo el segundo:
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observacion y analisis de im4genes mentales; transformacién de imagenes mentales en
otras imagenes; y transformar las imagenes en otro tipo de informacion.

Como uno de los conocimientos fundamentales aplicados en los brazos roboti-
cos es la comprension de los movimientos en el espacio, en este caso las rotaciones, se
plantean situaciones en las que los alumnos deben comandar los brazos robéticos dando
informacién angular, siendo necesario que el alumno conozca trigonometria, relaciones
trigonométricas y sus inversas para resolver problemas de movimiento robdtico.

En esta categoria de problemas, las habilidades espaciales se desarrollan por
medio de la observacién y predicciéon de los movimientos que realizaran los brazos ro-
boticos virtuales. Para Lohman (1996) la habilidad espacial es aquella capaz de generar,
retener, recuperar y transformar imagenes visuales.

A pesar de reproducir un modelo o entorno de aprendizaje funcionando como
un sistema que imita circunstancias reales, los simuladores tienen la ventaja educativa
de la posibilidad de adoptar diferentes grados de realidad, reproduciendo parte de los
fendémenos del entorno real, reduciendo la complejidad del fen6meno y permitiendo su
uso en la educacion.

Investigadores (Stohlmann, Moore, y Roehrig, 2012; Wu y Anderson, 2015)
apuntan a la robotica y los simuladores como un instrumento adecuado para la educa-
cién STEM, involucrando Matematicas e Ingenieria. GECEM considera los simuladores
como una posibilidad de aprendizaje en un contexto que simula la realidad con un tema
de interés, la robotica, permitiendo que los estudiantes tengan contacto con ella. La
ventaja de trabajar con robots educativos virtuales con diferentes grados de realidad
radica en la simplificaci6n de las actividades a realizar, permitiendo la exploraciéon de
situaciones especificas con conceptos matematicos aplicados en Ingenieria.

El objetivo educativo definido para los simuladores robéticos es la conversion de
la representacion rectangular a polar en el espacio, aplicando los conocimientos de tri-
gonometria, ademas de repasar las relaciones trigonométricas, prestando atencion a los
angulos suplementarios en la determinacion de los angulos por operaciones inversas de
las relaciones trigonométricas. Presentamos las propuestas de tareas matematicas con
un alto nivel de exigencia cognitiva.

Simulador Robético 1

El correcto desarrollo de una tarea matemaética requiere el levantamiento e iden-
tificacion del nivel de exigencia cognitiva que el estudiante empleara en la actividad
propuesta (Smith y Stein, 1998) y la claridad de las acciones del docente en el aula.

Para el simulador Brazo Robdtico 1 (Figura 1) es necesario que el alumno sepa
calcular la hipotenusa del tridngulo rectangulo, las relaciones trigonométricas, sus in-
versas y la conversion de radianes a grados. Solo con la imagen del brazo robético el
profesor pregunta: “¢Coémo hacer que el robot atrape la pelota roja?”.
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Figura 1
Figura del objeto educativo Brazo Robético 1

Tamanho do braco 1

Angula de rotagdo0

MoE Bela
Pegar Bola

o

Fuente: GECEM.

En las aplicaciones de validacion del objeto de aprendizaje se encontr6 que
la mayoria de las respuestas se basan en informar al robot de las coordenadas rec-
tangulares, esto se atribuye a que la bola se encuentra posicionada en el cartesiano
rectangular. El docente debe conducir la actividad, guiando a los estudiantes, me-
diante indagaciones, a ver que el brazo robdtico se mueve por rotaciéon y extension,
requiriendo la conversion de la coordenada rectangular en comandos adecuados para
la operacion del robot.

Luego de las reflexiones, el docente debe presentar el objeto de aprendizaje para
que los estudiantes investiguen su funcionamiento realizando intentos de atrapar la
pelota, brindando los valores de extension y rotacion del brazo. Cuando identifican que
los valores aproximados no funcionan, el docente debe mostrar la necesidad de valores
precisos para que el robot pueda realizar la tarea, sin decir qué conocimientos se deben
movilizar, y queda en los estudiantes explorar los diferentes vistas del brazo en movi-
miento durante sus intentos, hasta que identifiquen que las coordenadas y la distancia
de la pelota a la base forman un tridngulo rectangulo.

Para la situacion presentada en la Figura 1, el brazo debe extender la distancia
desde la base hasta la pelota, es decir, la diagonal del tridngulo rectangulo con lados
menores de tamafio 3u y 4u, para que el estudiante resuelva usando el Teorema de
Pitagoras tal que la distancia est4 dada por:
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Para calcular el angulo de giro el alumno debe conocer las relaciones trigonomé-
tricas, sus inversas y utilizar la calculadora:

) ) ()
e/ S e Ao

Es oportuno mencionar que GeoGebra cuenta con un Sistema Computarizado de
Algebra (CAS) integrado, el que es una poderosa herramienta para los calculos algebrai-
cos y numeéricos que le permite al estudiante explorar las situaciones que se le presentan
sin que los célculos y el dlgebra sean un problema, pudiendo asi prestar atencién a las
conceptos involucrados. Si el estudiante usa el CAS de GeoGebra, debe convertir los
resultados de los inversos trigonométricos de radianes a grados.

La actividad puede entonces avanzar colocando la pelota no solo en el primer
cuadrante, para ello, al desmarcar la casilla “Solo primer cuadrante”, el simulador
coloca aleatoriamente la pelota en cualquiera de los 4 cuadrantes. Esto requiere aten-
cién por parte del estudiante en el uso de las relaciones trigonométricas inversas, pues
para el uso del arcoseno, arcocoseno y arcotangente se deben considerar los angulos
suplementarios.

Las simplificaciones adoptadas en este simulador son: las coordenadas de la
pelota son con valores enteros; el brazo robdtico tiene 2 grados de libertad, uno lineal y
otro angular; el area de colocacion de la pelota est4 restringida a la region cuadrada de
20 x 20 con la base del brazo en su centro. Considerando que la circunferencia de radio
10, definida por el alcance del brazo extendido al maximo, la pelota puede quedar fuera
de alcance, dando lugar a situaciones en las que no basta un calculo de hipotenusa, sino
un analisis de la situacidn que se presenta, en el que la pelota esta fuera de alcance.

Simulador Robético 2

La tarea con el simulador 2 (Figura 2) sigue las mismas pautas que en el simula-
dor 1, y el profesor no debe dar pistas de como resolverla. La tinica informacién extra, si
se solicita, son las dimensiones de los segmentos del brazo robético, que son 4 unidades,
pero esto puede ser observado por los estudiantes al explorar el objeto de aprendizaje,
cuando se informa un 4ngulo de rotacién de 0° y una apertura de 180°.
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Figura 2
Figura del objeto didactico Brazo Robético 2
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Fuente: GECEM.

Se simplifico el simulador de brazo robético 2, requiriendo solo los comandos de
rotacion en relacion con la base y el angulo de apertura entre los segmentos del brazo.
El angulo de la garra y el &ngulo de inclinacion del brazo con relacion a la base son con-
trolados por el robot, manteniendo la garra perpendicular al plano XY y limitando la
inclinacion del brazo para que la garra esté siempre posicionada a la altura de atrapar
la pelota.

El 4ngulo de giro se obtiene de forma similar al simulador robético 1, pudiendo
utilizarse cualquiera de las relaciones trigonométricas. En el ejemplo (Figura 2), para la
pelota en la coordenada (4,5), la distancia de la pelota a la base y el &ngulo de rotacion
estan dados por:

d=yJ¥+2d = fad+ 7 = Jl =s.am124

rm0=% eara== =2
& o x
=y (1] 9 =amenam [5] = ey (1]
) & r 3
ﬂ=m[i) # = mrraoer [L 8= i]
E.AMA] EA[A] 4
&=DEPRENIE mad O = [LEFSOSNTR real 0 =DFEMREYTE el
o=3134" a=513" g=5134"

8 Ducere. Revista de Investigacién Educativa, 1(1), 2022, pp. 1-12 - €202208



Desarrollo de tareas de Matematicas de alta demanda cognitiva con simuladores robéticos

Para calcular el 4ngulo de apertura se debe fomentar la observacion en diferen-
tes angulos, con el fin de identificar que en la posicion de atrapar la pelota se forma un
tridngulo isbsceles (Figura 3). Los estudiantes pueden usar la ley de los cosenos para
calcular el angulo opuesto a la base del tridngulo dado por la distancia desde la base
hasta la pelota. Para los segmentos de brazo 4u tenemos:

SAMIZT =45+ 2% -2 . 4 | doarf6)

H=m[—;]=llﬂ!!l s = 10633

Si los estudiantes no tienen este conocimiento previo, el maestro debe guiar a los
estudiantes a descomponer el triAngulo is6sceles en dos triangulos rectangulos. De esta
forma el angulo a sera la mitad del angulo de apertura 6. Asi, el calculo del angulo de
apertura viene dado por:

onfals spexto — 1.0 %
SMpsiarass— 4

2] = % == m[].'!‘l]l!

]=5_1.lli
=21z =a=10E31"

Figura 3
Figura del objeto didactico Brazo Robético 2

Fuente: GECEM.
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Conclusion

Los simuladores de brazos robdticos, en comparaciéon con los robots reales,
tienen ventajas, ya que no se rompen, no necesitan ser transportados, no requieren
configuracion ni ajustes mecénicos, siendo una alternativa menos costosa y de menor
complejidad, logrando que el estudiante se concentre en el objeto de estudio, se puede
utilizar en laboratorios de computacion, en clases presenciales o como actividades re-
motas en linea.

Es fundamental que el docente realice un relevamiento de los conocimientos pre-
vios de los alumnos para que las tareas sean efectivamente de un alto nivel de exigencia
cognitiva, ya que si el docente repasa los conceptos de trigonometria y luego de presen-
tar la actividad, los alumnos identificaran qué debe ser utilizado, poniendo fin a todo el
proceso de investigacion y relaciéon de conocimiento.
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